PĀRBAUDES DARBS: Grafu teorijas pamati
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1. UZDEVUMS: Grafu eksistence un īpašības
Pamatojiet, vai eksistē neorientēts grafs (bez cilpām) ar dotajām virsotņu pakāpēm. Ja eksistē, norādiet šķautņu skaitu. Ja nē – paskaidrojiet, kāpēc!
A) Virsotņu pakāpes: 2, 3, 3, 4, 4
· Atbilde (eksistē / neeksistē): Eksistē
· Šķautņu skaits (ja eksistē): 8
· Pamatojums: Virsotņu pakāpju summa ir pāra skaitlis (16), tādēļ izpildās "roku paspiešanas" lemma (šķautņu skaits ir puse no pakāpju summas). Tā kā lielākā pakāpe ir 4 un kopā ir 5 virsotnes, grafu bez cilpām uzzīmēt ir iespējams.
B) Virsotņu pakāpes: 1, 2, 3, 4, 5 (kopā 5 virsotnes)
· Atbilde (eksistē / neeksistē): Neeksistē
· Pamatojums: Vienkāršā grafā bez cilpām ar 5 virsotnēm vienas virsotnes maksimālā iespējamā pakāpe ir 4 (tā var būt savienota ar visām pārējām 4 virsotnēm). Šeit norādīta pakāpe 5, kas nozīmētu, ka nepieciešama cilpa vai vairākkārtēja šķautne.
C) Virsotņu pakāpes: 3, 3, 3, 3, 3
· Atbilde (eksistē / neeksistē): Neeksistē
· Pamatojums: Virsotņu pakāpju summa ir nepāra skaitlis (15), kas ir matemātiski neiespējami, jo katra šķautne vienmēr pievieno tieši 2 vienības kopējai pakāpju summai.

2. UZDEVUMS: Eilera ceļi un cikli
Aplūkojiet grafu, kura virsotņu pakāpes ir: {2, 2, 4, 4, 2}.
1. Vai šajā grafikā ir iespējams Eilera cikls (iziet visas šķautnes un atgriezties sākumā)? Jā
2. Kāds ir galvenais nosacījums, lai grafā eksistētu Eilera cikls?
Lai grafā eksistētu Eilera cikls, absolūti visu virsotņu pakāpēm ir jābūt pāra skaitļiem.
Aplūkojiet grafu, kura virsotņu pakāpes ir: {3, 2, 2, 4, 3}.
1. Vai šajā grafikā ir iespējams Eilera ceļš (iziet visas šķautnes, nesākot un nebeidzot tajā pašā punktā)? Jā
2. Kurās virsotnēs (pēc to pakāpēm) šāds ceļš obligāti ir jāsāk un jābeidz?
Ceļš obligāti ir jāsāk un jābeidz tajās divās virsotnēs, kurām ir nepāra pakāpe (šajā gadījumā virsotnēs ar pakāpi 3).

3. UZDEVUMS: Definīcijas un modeļi
Īsi atbildiet uz jautājumiem:
1. Kas ir pilnais grafs? Tas ir grafs, kurā katra virsotne ir tieši savienota ar visām pārējām virsotnēm.
2. Cik šķautņu ir pilnajā grafā ar 4 virsotnēm? 6
3. Ar ko koks atšķiras no parasta sakarīga grafa? Koks ir sakarīgs grafs, kas nesatur nevienu ciklu.
4. Miniet vienu piemēru, kur programmēšanā vai datu bāzēs tiek izmantota koka struktūra: Koka struktūra tiek izmantota failu sistēmu organizācijā (mapes un apakšmapes) vai lēmumu koku algoritmos programmēšanā.


4. UZDEVUMS:
Ja neorientētā grafā ir 10 virsotnes un katras virsotnes pakāpe ir 3, cik šķautņu ir šajā grafikā?
· Aprēķins: Katrai no 10 virsotnēm ir pakāpe 3. Kopējā summa ir 30. Tā kā katra šķautne savieno 2 virsotnes, summa jādala ar 2. Līdz ar to
 E = 10 * 3/2 = 15
· Atbilde: 15
5. UZDEVUMS: Planaritātes programmātiskā pārbaude
Vai (grafu) ir iespējams uzzīmēt plaknē bez šķautņu krustošanās.
Dati: Dots grafs ar V=10 virsotnēm un E=26 šķautnēm.
1. Izmantojot planāra grafa īpašību (V-E+F=2), veiciet aprēķinu un nosakiet, vai šis grafs var būt planārs!
· Aprēķins: Vienkāršam planāram grafam V >= 3 maksimālais šķautņu skaits tiek aprēķināts pēc no Eilera formulas V - E + F = 2 izrietošās īpašības: E =< 3V - 6. Ievietojot datus: 26 =< 3(10) - 6, jeb 26 =< 24, kas ir aplami.
· Secinājums: Šis grafs nevar būt planārs, jo šķautņu skaits (26) pārsniedz atļauto maksimumu.
2. Cik būtu maksimāli pieļaujamais šķautņu skaits šādam grafam, lai tas vēl teorētiski varētu būt planārs?
· Atbilde: 24
3. Kāpēc programmā šādu "ātro pārbaudi" (pārbaudīt tikai virsotņu/šķautņu skaitu) ir izdevīgi veikt pirms sarežģītu zīmēšanas algoritmu palaišanas? Tas ietaupa datora resursus. Ja matemātiska pārbaude uzreiz pasaka, ka grafs nav planārs, programmai nav velti jātērē laiks, izpildot resursietilpīgus šķautņu krustošanās novēršanas un zīmēšanas algoritmus.

Pārbaudes darbs: Grafu teorijas pamati
1. Uzdevums: Terminu atpazīšana
Savieno jēdzienu ar tā definīciju!
1. Koks	a) Grafs, kurā katra virsotne savienota ar visām pārējām.
2. Pilnais grafs 	b) Grafs, kurā šķautnēm ir norādīts virziens.
3. Orientēts grafs 	c) Sakarīgs grafs, kurā nav ciklu.
Virsotņu pakāpes (parauguzdevumam): 
A=3 (nepāra),
B=2 (pāra),
C=4 (pāra), 
D=2 (pāra), 
E=1 (nepāra)
2. Uzdevums: Grafu analīze (7 punkti)
Zemāk dots mikrorajona ielu plāns (grafs G). Izpildi prasības!
A) Nosaki un pieraksti katras virsotnes pakāpi:

A
B
C
D
E
E

· A=_  — nepāra/pāra
· B=_ — nepāra/pāra
· C=_ — nepāra/pāra
· D=_ — nepāra/pāra
· E=_ — nepāra/pāra
F=_ — nepāra/pāra
B) Vai šajā rajonā kurjers var izbraukt visas ielas tieši vienu reizi (Eilera ceļš)?
· Jā
· Nē
C) Pamato savu atbildi, balstoties uz Eilera teorēmu:
Saskaņā ar Eilera teorēmu, Eilera ceļš eksistē, jo grafikā ir tieši divas virsotnes ar nepāra pakāpi (A un E)

D) Ja atbilde ir "Jā", kurās virsotnēs kurjeram ir jāsāk un jābeidz savs maršruts?
Sākums: A  Beigas: E



Teorijas pārbaudes darbs: Koki un Pilnie grafi
1. daļa: Pilnie grafi (Kn)
1. Definīcija: Ar ko pilnais grafs atšķiras no parasta sajūgta grafa?
Pilnajā grafā absolūti katra virsotne ir tieši savienota ar visām pārējām virsotnēm, kamēr parastā sajūgtā (sakarīgā) grafā pietiek, ja eksistē jebkāds ceļš starp virsotnēm. 
2. Aprēķins: Grafikā ir 8 virsotnes. Cik šķautņu nepieciešams, lai tas būtu pilnais grafs? (Uzraksti formulu un rezultātu)
Formula ir E = (n(n-1)/2. Aprēķins (8*7)/2=28 šķautnes.
3. Īpašība: Kāda ir katras virsotnes pakāpe pilnajā grafā ar n virsotnēm?
a) n
b) n-1
2. daļa: Koki (T)
1. Definīcija: Uzskaiti divas obligātas koka pazīmes!
1. Tas ir sakarīgs grafs
2. Tas nesatur ciklus
2. Likumsakarība: Ja kokā ir 100 virsotnes, cik šķautņu tajā atrodas?
Šķautņu skaits ir $n - 1$, tātad $100 - 1 = 99$ šķautnes.
3. Analīze: Vai koks var saturēt Eilera ciklu? Pamato savu viedokli!
Nē, koks nevar saturēt Eilera ciklu. Pamatojums: Eilera cikls prasa, lai maršruts izveidotu ciklu (atgrieztos sākumpunktā). Tā kā kokā pēc definīcijas nav atļauti cikli, tajā Eilera cikla eksistence nav iespējama.
3. daļa: Salīdzināšana
1. Apgalvojums: "Jebkurš koks ir pilnais grafs." Vai tas ir patiess? (Jā/Nē) 
2. Apgalvojums: "Jebkurš pilnais grafs ar n>2 satur ciklus." (Jā/Nē) 
 
